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àññìàòðèâàåòñÿ îäíà áèêâàòåðíèîííàÿ ìîäåëü ýëåêòðî-ãðàâèìàãíèòíîãî (ÝÌ) ïî-
ëÿ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçîâàëàñü êîìïëåêñíàÿ ãàìèëüòîíîâà îðìà ñèììåòðè-
çîâàííûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà [1℄. Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî ãàìèëüòîíîâà îðìà ïîçâîëÿåò
ëåãêî ïåðåéòè ê áèêâàòåðíèîííîé çàïèñè ýòèõ óðàâíåíèé è çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ñâîè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëë äàë â êâàòåðíèîííîé îðìå, à íûíå ïðèíÿòàÿ
è øèðîêî èñïîëüçóåìàÿ ïðèíàäëåæèò Õåâèñàéäó [3℄. Êâàòåðíèîííûå îðìû óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà ðàíåå ïîëó÷àëè è äðóãèå àâòîðû [3-5℄. Îíè ðàçëè÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òî-
ãî, êàê ââîäÿòñÿ êâàòåðíèîíû íàïðÿæåííîñòè, çàðÿäîâ è òîêîâ ÝÌ-ïîëÿ, à òàêæå îïåðàöèè
íà èõ àëãåáðàõ. Îäíàêî ýòè îðìû èñïîëüçîâàëèñü â îñíîâíîì ëèøü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðå-
øåíèé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ïîäîáíûå îðìû òàêæå èñïîëüçîâàë Â.Â. Êàññàíäðîâ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ñâîåé ìîäåëè ïîëÿ [6℄.
Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñêàëÿðíî-âåêòîðíàÿ çàïèñü áèêâàòåðíèîíîâ, êîòîðàÿ î÷åíü íàãëÿä-
íà è óäèâèòåëüíî ïðèñïîñîáëåíà äëÿ çàïèñè èçè÷åñêèõ âåëè÷èí è óðàâíåíèé. àññìîòðå-
íà çàäà÷à Êîøè äëÿ êîìïëåêñíûõ ãðàäèåíòîâ â ïðîñòðàíñòâå áèêâàòåðíèîíîâ è ïîëó÷åíû
èõ ðåøåíèÿ.
Ñ ââåäåíèåì áèêâàòåðíèîíà ñèëû-ìîùíîñòè ðàçâèâàåòñÿ áèêâàòåðíèîííûé ïîäõîä äëÿ
ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ ÝÌ-ïîëåé, ïîðîæäàåìûõ ðàçëè÷íûìè çàðÿäàìè
è òîêàìè, è íà èõ îñíîâå àíàëîãè òðåõ çàêîíîâ Íüþòîíà äëÿ ñâîáîäíûõ è âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ çàðÿäîâ-òîêîâ, à òàêæå ñóììàðíîãî ïîëÿ âçàèìîäåéñòâèé. àññìîòðåíà ñâÿçü
ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñ èçâåñòíûìè äëÿ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Ïîëó÷åíû çàêîíû
ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè âçàèìîäåéñòâèè.
Èññëåäîâàíà èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé ìîäåëè ÝÌ-ïîëÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëî-
ðåíöà, è, â ÷àñòíîñòè, çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà-òîêà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âçàèìîäåéñòâèè
ïîëåé, ýòîò çàêîí îòëè÷àåòñÿ îò îáùåèçâåñòíîãî. Ïîýòîìó, â îòëè÷èå îò ðàíåå ïðåäëîæåí-
íîé íàìè ìîäåëè ÝÌ-ïîëÿ â ðàáîòàõ [7,8℄, äëÿ çàìûêàíèÿ óðàâíåíèÿ òðàíñîðìàöèè
çàðÿäîâ-òîêîâ ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìîäèèêàöèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñ ââåäåíèåì ñêàëÿð-
íîãî ïîëÿ â áèêâàòåðíèîí íàïðÿæåíîñòè ÝÌ-ïîëÿ. Ïîñòðîåíû ðåëÿòèâèñòñêèå îðìóëû
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîòíîñòåé ìàññ è çàðÿäîâ, òîêîâ, ñèë è èõ ìîùíîñòåé.
1. àìèëüòîíîâà îðìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ñèììåòðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà äëÿ ÝÌ-ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî âåêòîðíîãî è îäíîãî ñêàëÿðíîãî
óðàâíåíèÿ. Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî M = R1+3 = {(τ, x) = (ct, x1, x2, x3)} îíè èìåþò
ñëåäóþùèé âèä [1℄:
∂τA+ i rotA+ J = 0, (1)
ρ = div A, (2)
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ãäå A - êîìïëåêñíûé âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ:
A = AE + i AH =
√
εE + i
√
µH, (3)
E,H - íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, ε, µ - êîíñòàíòû, õàðàêòå-
ðèçóþùèå ýëåêòðè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü è ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, c = 1/
√
εµ -
ñêîðîñòü ÝÌ-âîëí. Ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ è J - òîê âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêèå è
ìàãíèòíûå çàðÿäû è òîêè îðìóëàìè:
ρ = ρE/
√
ε− i ρH/√µ, J = √µ jE − i√ε jH , (4)
ρE = ε div E, ρH = −µ div H. (5)
Ïëîòíîñòü ýíåðãèÿ A-ïîëÿ W è âåêòîð Ïîéíòèíãà P îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:
W = 0, 5
(
ε ‖E‖2 + µ ‖H‖2) = 0, 5(A, A¯), P = c−1E ×H = 0, 5i [A, A¯], (6)
ãäå A¯ =
√
εE−i√µH - êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå A . Çäåñü âñþäó (a, b) =∑3i=1 aibi , [a, b] =
a×b =∑3i,j,k=1 εijkeiajbk - ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ a è b ñîîòâåòñòâåííî, εijk
- ïñåâäîòåíçîð Ëåâè-×èâèòà, ei -îðòû äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Êàê âèäèì èç (6),
ïëîòíîñòü ýíåðãèè - ýòî ïðîñòî ïîëîâèíà êâàäðàòà ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî âåêòîðà À.
Â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà ïëîòíîñòü ìàãíèòíîãî çàðÿäà ρH = 0 , ò.ê. ìàãíèòíîå ïîëå -
âèõðåâîå: div H = 0. Èçâåñòíî, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì, îïèñûâàåòñÿ
ñêàëÿðíûì ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì, êîòîðûé çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ. Çäåñü
ïðåäëàãàåì îáúåäèíèòü ýòè äâà ïîëÿ â îäíî  ãðàâèìàãíèòíîå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ââåäå-
íèåì ãðàâèòàöèîííîé ïëîòíîñòè â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïëîòíîñòü ρH ýêâèâàëåíòíà ïëîòíîñòè ãðàâèòàöèîííîé ìàññû. Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî
ýòà ãèïîòåçà èìååò òåîðåòè÷åñêèå ïîäòâåðæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê âåñüìà ïðàâäîïîäîáíûì
ñëåäñòâèÿì.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ÷àñòü âåêòîðà H îïèñûâàåò ãðàâèòàöèîííîå ïî-
ëå, à âèõðåâàÿ - ìàãíèòíîå, ïîýòîìó H -ïîëå - ýòî ãðàâèìàãíèòíîå ïîëå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, A -ïîëå ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðî-ãðàâèìàãíèòíûì. Ïîñêîëüêó åãî ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè, åãî ìîæíî íàçâàòü ýíåðãåòè÷åñêèì.
Áóäåì íàçûâàòü jH ãðàâèìàãíèòíûì òîêîì. Ïðè ρH = 0 ýòî ÷èñòî ìàãíèòíûå òîêè,
ïðè ïîòåíöèàëüíîì H òîêè ìàññîâûå.
Çàìåòèì, ÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ A-ïîëÿ (à íå äëÿ E è H ) íå ñîäåðæàò êîíñòàíò
ñðåäû, â ÷àñòíîñòè, ñêîðîñòü ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, êîòîðàÿ âî ââåäåííîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò áåçðàçìåðíà è ðàâíà 1.
Ïðèâåäåì çäåñü òàêæå íåêîòîðûå èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ À-ïîëÿ, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà [1℄.
Ò å î ð å ì à 1.1. Ïðè çàäàííûõ òîêàõ è çàðÿäàõ ðåøåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:
A = (∂2τ −∆)A = i rot J − gradρ− ∂τJ, (7)
è óäîâëåòâîðÿåò çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà è ýíåðãèè:
∂τρ+ div J = 0, (8)
∂τW + div P = −Re(J, A¯) = c−1(jHH − jEE). (9)
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íåçàìêíóòà. Îíà ïîçâîëÿåò ïî çàäàííûì çàðÿäàì è òî-
êàì îïðåäåëÿòü ïîëå, è íàîáîðîò, ïðè çàäàííîì ïîëå íàõîäèòü ïîðîæäàþùèå åãî çàðÿäû
è òîêè. Åñëè ïîñëåäíèå íåèçâåñòíû, òî äëÿ åå çàìûêàíèÿ îáû÷íî èñïîëüçóþò óðàâíåíèÿ
ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Îäíàêî çäåñü ìû ïîñòóïèì èíûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ áèêâàòåð-
íèîííóþ çàïèñü ýòèõ óðàâíåíèé è çàêîíû Íüþòîíà.
Äëÿ ïåðåõîäà ê áèêâàòåðíèîííîé çàïèñè ýòèõ è ïîñëåäóþùèõ óðàâíåíèé äàäèì êðàòêîå
îïèñàíèå óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà áèêâàòåðíèîíîâ è îïåðàöèé íàä íåì.
2. Áèêâàòåðíèîíû íà Ì è èõ êîìïëåêñíûå ãðàäèåíòû. àññìîòðèì óíêöè-
îíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî áèêâàòåðíèîíîâ  ýòî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ êâàòåðíèîíîâ:
K(R1+3) = {F = f(τ, x) + F (τ, x)} , ãäå f - êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ óíêöèÿ , à F - òðåõìåð-
íàÿ âåêòîð-óíêöèÿ ñ êîìïëåêñíûìè êîìïîíåíòàìè, f è F - ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû è
äèåðåíöèðóåìû íà M. Ïðîñòðàíñòâî Ê - àññîöèàòèâíàÿ, íî íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà
ñî ñëîæåíèåì: F+G = (f + g) + (F +G) , è îïåðàöèåé êâàòåðíèîííîãî óìíîæåíèÿ ( ◦ ):
F ◦G = (f + F ) ◦ (g +G) = (fg − (F,G)) + (fG+ gF + [F,G]). (10)
Áèêâàòåðíèîí âèäà F¯ = f¯ + F¯ íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì, à F∗ = f¯ − F¯
íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì. Åñëè F
∗ = F , áèêâàòåðíèîí íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì.
Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì áèêâàòåðíèîíîâ F1,F2 íàçîâåì áèëèíåéíóþ îïåðàöèþ
(F1,F2) = f1f2 + (F1, F2) . Íîðìà áèêâàòåðíèîíà ‖F‖ =
√(
F, F¯
)
=
√
f · f¯ + (F, F¯) =√
|f |2 + ‖F‖2 , à ïñåâäîíîðìîé áèêâàòåðíèîíà íàçîâåì âåëè÷èíó 〈F〉 =
√
f · f¯ − (F, F¯) =√
|f |2 − ‖F‖2 .
Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ äèåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû  âçàèìíûå êîìïëåêñíûå ãðàäè-
åíòû: D
+ = ∂τ + i∇, D− = ∂τ − i∇ , ãäå ∇ = grad = (∂1, ∂2, ∂3) . Èõ äåéñòâèå íà Ê
îïðåäåëåíî êàê â àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ: (ñîîòâåòñòâåííî çíàêàì)
D
±
F = (∂τ ± i∇) ◦ (f + F ) = (∂τf ∓ i (∇, F ))± ∂τF ± i∇f ± i[∇, F ] =
= (∂τf ∓ i div F )± ∂τF ± igrad f ± i rot F.
Çàìåòèì, ÷òî â ñìûñëå âûøå äàííûõ îïðåäåëåíèé: (D−)∗ = D−, (D+)∗ = D+ . Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî âîëíîâîé îïåðàòîð ïðåäñòàâèì â âèäå:
 =
∂2
∂τ 2
−△ = D− ◦D+ = D+ ◦D−.
Èñïîëüçóÿ ýòî ñâîéñòâî, ìîæíî ñòðîèòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íà Ê (Ì) âèäà:
D
±
K = G. (11)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K = D∓G , åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñâåðòêà (*)
K = D∓G ∗ ψ, (12)
ãäå ψ(τ, x) - óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ: ψ = δ(τ)δ(x). Ýòî ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ðåøåíèåì (11). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî äèåðåíöèðîâàíèÿ
ñâåðòêè, ïîëó÷èì
D
±
K = D±D∓ (G∗ ψ) =  (G∗ ψ) = (G∗ ψ) = G∗δ(τ)δ(x) = G.
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Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèé îäíîðîäíîãî âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ çàäà÷ ñ íà÷àëüíûìè ïî âðåìåíè óñëîâèÿìè â êà÷åñòâå óíäàìåí-
òàëüíîãî ðåøåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðîñòîé ñëîé íà ñâåòîâîì êîíóñå τ = ‖x‖ :
ψ = (4pi ‖x‖)−1δ(τ − ‖x‖),
êîòîðóþ íàçîâåì âîëíîâîé óíêöèåé.
Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, çàïèñàâ ñâåðòêó â èíòåãðàëüíîì âèäå, ðåøåíèå (12)
áóäåò ðàâíî íóëþ ïðè τ = 0 . Âîñïîëüçóåìñÿ èì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (13)
ñ äàííûìè Êîøè.
Çàäà÷à Êîøè. Ïóñòü èçâåñòíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: K(0, x) = K0(x). Òðåáóåòñÿ ïîñòðî-
èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(11), óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì äàííûì.
Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî àïïàðàò òåîðèè îáîáùåííûõ óíêöèé [9 ℄. àññìîòðèì ðåãóëÿð-
íûå îáîáùåííûå óíêöèè âèäà Ĝ = H(τ)G(τ, x) , ãäå H(τ) - óíêöèÿ Õåâèñàéäà. Èñïîëü-
çóÿ äèåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ óíêöèé ( D̂
±
), ïîëó÷èì D̂
±
K̂ = Ĝ + δ(τ)K0(x) .
Ñëåäîâàòåëüíî,
H(τ)K(τ, x) = D∓{H(τ)G ∗ ψ}+G(0, x) ∗
x
ψ +D∓{K0(x) ∗
x
ψ} (13)
(çäåñü çíàê "
∗
x
"îçíà÷àåò, ÷òî ñâåðòêà áåðåòñÿ òîëüêî ïî x ). Ýòà îðìóëà ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåíèåì îðìóëû Êèðõãîà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ [ 9℄. Åå
èíòåãðàëüíàÿ çàïèñü ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ, ñ ó÷åòîì âèäà ïîëíîé è íåïîëíîé ñâåðòêè ñ ψ .
À èìåííî,
4piK(τ, x) = −D∓

∫
r≤τ
G(τ − r, y)
r
dV (y) + τ−1
∫
r=τ
K0(y)dS(y)
− τ−1
∫
r=τ
G(0, y)dS(y),
(14)
ãäå r = ‖y − x‖, dV (y) = dy1dy2dy3 , dS(y) - äèåðåíöèàë ïëîùàäè ñåðû.
Ïåðåéäåì ê áèêâàòåðíèîííîìó ïðåäñòàâëåíèþ óðàâíåíèé À-ïîëÿ [2℄.
3. Áèêâàòåðíèîíû À-ïîëÿ. Ââîäÿòñÿ áèêâàòåðíèîíû : ïîòåíöèàë Φ = iφ − Ψ ,
íàïðÿæåííîñòü A = 0 + A , ïëîòíîñòü çàðÿäà-òîêàΘ = −iρ − J , ïëîòíîñòü ýíåðãèè-
èìïóëüñà Ξ = 0, 5A∗ ◦A = W + iP .
Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (1)-(2) â ïðîñòðàíñòâå áèêâàòåðíèîíîâ èìåþò ïðîñòîé âèä:
D
+
A = Θ. (15)
Åñëè ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò ëîðåíöåâîé êàëèáðîâêå: ∂τφ− divΨ = 0 , òî
A = D−Φ.
Îòêóäà, âçÿâ ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïëåêñíûé ãðàäèåíò, ïîëó÷àåì âîëíîâûå óðàâíåíèÿ:
Φ = Θ, (16)
A = D−Θ. (17)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòî ïîñëåäîâàòåëüíîå (òðîéíîå) âçÿòèå êîìïëåêñíûõ ãðàäèåí-
òîâ îò ïîòåíöèàëà À-ïîëÿ, îïðåäåëÿåò áèêâàòåðíèîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðÿæåííîñòè
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ïîëÿ, çàðÿäàì è òîêàì. Ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ãðàäèåíòà êâàòåðíèîíà ýíåðãèè-
èìïóëüñà À-ïîëÿ äàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè [2℄.
Èòàê, çàðÿäû è òîêè - ýòî ïðîñòî èçè÷åñêîå ïðîÿâëåíèå êîìïëåêñíîãî ãðàäèåíòà íà-
ïðÿæåííîñòè ÝÌ-ïîëÿ.
Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà . Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (13), ïðè èçâåñòíûõ
çàðÿäàõ-òîêàõ è íà÷àëüíûõ äàííûõ A(0, x) = A0(x) , ðåøåíèå (15) äàåòñÿ îðìóëîé:
4piA = −D−

∫
r≤τ
Θ(τ − r, y)
r
dV (y) + τ−1
∫
r=τ
A0(y)dS(y)
− τ−1
∫
r=τ
Θ(0, y)dS(y). (18)
Îòñþäà ëåãêî çàïèñàòü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè ÝÌ-
ïîëÿ E,H.
4. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà Ê íà Ì. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà áèêâàòåðíèîíîâ
íà ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî óäîáíî ñòðîèòü, èñïîëüçóÿ àëãåáðó êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ ýòîé
öåëè êâàòåðíèçèðóåì Ì, ââîäÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå áèêâàòåðíèîíû: Z = τ + ix ,
Z¯ = τ − ix . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
Z = Z∗, Z¯ = Z¯∗, ‖Z‖2 = ∥∥Z¯∥∥2 = (Z, Z¯), 〈Z〉2 = 〈Z¯〉2 = Z ◦ Z¯.
Ââåäåì ñàìîñîïðÿæåííûå áèêâàòåðíèîíû U = chθ + ieshθ, U¯ = chθ − ieshθ, ‖e‖ = 1 ,
θ -äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, U ◦ U¯ = 1 . Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå
ëåììû.
Ë å ì ì à 4.1. Êëàññè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà L : Z→ Z′ èìååò âèä :
Z
′ = U ◦ Z ◦U, Z = U¯ ◦ Z′ ◦ U¯,
Åñëè âåñòè îáîçíà÷åíèÿ: ch2θ = 1√
1−v2 , sh2θ =
v√
1−v2 , |v| < 1, òî ñêàëÿðíàÿ è
âåêòîðíàÿ ÷àñòü áèêâàòåðíèîíîâ çàïèøåòñÿ â âèäå èçâåñòíûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ îðìóë:
τ ′ =
τ + v(e, x)√
1− v2 , x
′ = (x− e(e, x)) + e(e, x) + vτ√
1− v2 ,
τ =
τ ′ − v(e, x)√
1− v2 , x = (x
′ − e(e, x′)) + e(e, x
′)− vτ ′√
1− v2 ,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ñèñòåìû êîîðäèíàò X â íàïðàâëåíèè âåêòîðà å ñ áåçðàçìåð-
íîé ñêîðîñòüþ v. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ïñåâäîíîðìà:
〈Z′〉2 = U ◦ Z ◦U ◦ U¯ ◦ Z¯ ◦ U¯ = 〈Z〉2 .
Ëåììà 4.2. Ñîïðÿæåííûå êâàòåðíèîíû W = cosϕ+ e sinϕ, W∗ = cosϕ− e sinϕ,
‖e‖ = 1 , îïðåäåëÿþò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé íà Ì, îðòîãîíàëüíûõ íà âåêòîðíîé ÷àñòè
Z : Z
′
=W ◦ Z ◦W∗, Z =W∗ ◦ Z′ ◦W .
Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå åñòü âðàùåíèå âîêðóã âåêòîðà e íà óãîë 2ϕ . Ñëåäñòâèåì ýòèõ
äâóõ ëåìì ÿâëÿåòñÿ
Ëåììà 4.3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà íà Ì ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðåîáðàçîâàíèå
âèäà:
Z
′
= L ◦ Z ◦ L∗, Z = L∗ ◦ Z′ ◦ L, (19)
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ãäå L =W ◦U = ch(θ+ iϕ) + iesh(θ+ iϕ), L∗ = U∗ ◦W∗ = ch(θ− iϕ) + iesh(θ− iϕ). Ïðè
ýòîì 〈Z〉 = 〈Z′〉 .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L¯ ◦ L∗ = L∗ ◦ L¯ = 1 , ïîýòîìó ïñåâäîíîðìà Z ñîõðàíÿåòñÿ.
Âçàèìíûå êîìïëåêñíûå ãðàäèåíòû ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà L ïðåîáðàçóþòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé ëåììîé.
Ë å ì ì à 4.4. Åñëè Z
′
= L ◦ Z ◦ L∗ , òî D′ = L¯∗ ◦ D ◦ L, D = L ◦ D′ ◦ L¯∗, ãäå
D = D+ èëè D = D−.
Íà îñíîâå ýòîé ëåììû ðàññìîòðèì, êàê ìåíÿåòñÿ óðàâíåíèå òèïà (11) ïðè ïðåîáðàçî-
âàíèè Ëîðåíöà.
Ò å î ð å ì à 4.1. Ïðè äåéñòâèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà íà M ñîõðàíÿåòñÿ âèä
óðàâíåíèÿ: (
∂
∂τ ′
± i∇′
)
K
′ = G′,
ãäå K
′
= L¯∗ ◦K ◦ L, G′ = L¯∗ ◦G ◦ L.
Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ àññîöèàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ è ñâîéñòâà L, ïîëó÷èì
D
′
K
′ =
(
L¯
∗ ◦D ◦ L) (L¯∗ ◦K ◦ L) = L¯∗ ◦D ◦K ◦ L = L¯∗ ◦G ◦ L = G′.
×.ò.ä.
Ñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà èìåþò âèä:
D
+
A
′ = Θ′, ãäå A
′
= L¯∗ ◦A ◦ L, Θ′ = L¯∗ ◦Θ ◦ L.
àñïèñûâàÿ ýòè îðìóëû â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ϕ = 0 ), ïîëó÷èì
åëÿòèâèñòñêèå îðìóëû äëÿ íàïðÿæåííîñòè, çàðÿäîâ è òîêîâ:
A′ = (A− e(e, A)) + e (e, A)√
1− v2 (20)
ρ′ =
ρ− v(e, J)√
1− v2 , J
′ = (J − e(e, J)) + e(e, J)− vρ√
1− v2 (21)
Êàê âèäèì, íàïðÿæåííîñòü À-ïîëÿ çäåñü âñåãäà óâåëè÷èâàåòñÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà
å. Â îòñóòñòâèå òîêîâ, ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå çàðÿäà-ìàññû. Ïðè íàëè÷èè òîêîâ, â çà-
âèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ èõ äâèæåíèÿ, çàðÿä-ìàññà ìîæåò êàê óâåëè÷èâàòüñÿ, òàê è
óìåíüøàòüñÿ.
5. Òðåòèé çàêîí Íüþòîíà. Ìîùíîñòü è ïëîòíîñòü îáúåìíûõ ñèë. àññìîòðèì
äâà ÝÌ-ïîëÿ A è A
′
, Θ è Θ
′
 ñîîòâåòñòâóþùèå èì (èëè ïîðîæäàþùèå èõ) çàðÿäû-
òîêè. Íàçîâåì áèêâàòåðíèîí
F =M − iF = Θ ◦A′ = −(iρ+ J) ◦ A′ = (A′, J)− iρA′ + [A′, J ] (22)
ïëîòíîñòüþ ìîùíîñòè-ñèëû, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû ïîëÿ A′ íà çàðÿäû è òîêè ïîëÿ
A . Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì (3),(4), ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü èìååò âèä ïëîòíîñòè ìîùíîñòè
äåéñòâóþùèõ ñèë:
M = (A′, J) = c−1((E ′, jE) + (H ′, jH)) + i((B′, jE)− (D′, jH)) (23)
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Âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè âåêòîðíîé ñîñòàâëÿþùåé áèêâàòåðíèîíà, ïî-
ëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè îáúåìíûõ ñèë
(
F = FH + i FE
)
:
FH = ρEE ′ + ρHH ′ + jE ×B′ − jH ×D′ (24)
FE = c
(
ρEB′ − ρHD′)+ c−1 (E ′ × jE +H ′ × jH) (25)
Çäåñü B = µH - àíàëîã âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè (â âèõðåâîé ÷àñòè ñîâïàäàåò ñ íèì),
D = εE -âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ.
Íàïðÿæåííîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ÷àñòüþ âåêòîðà H ,
à ðîòîðíàÿ ÷àñòü ýòîãî âåêòîðà îïèñûâàåò ìàãíèòíîå ïîëå. Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü Θ, Θ′
ñîäåðæèò ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è ìàññû, à âåêòîðíàÿ - ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî òîêà è òîêà ìàññû (êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ ìàññû).
Èñõîäÿ èç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé, â îðìóëå (24) ñòîÿò èçâåñòíûå ìàññîâûå ñèëû, ïî-
ñëåäîâàòåëüíî: êóëîíîâñêàÿ ñèëà ρEE ′ , ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà ρHH ′ (òî÷íåå ñîâïàäàåò ñ
íåé â ïîòåíöèàëüíîé ÷àñòè Í' ), ñèëà Ëîðåíöà jE×B′ (òî÷íåå ñîâïàäàåò ñ íåé â âèõðåâîé
÷àñòè Â' )) è íîâàÿ ñèëà −D′ × jH , êîòîðóþ íàçîâåì ýëåêòðîìàññîâîé. Â äåéñòâèòåëü-
íîé ÷àñòè ìîùíîñòè (23) ñòîèò ìîùíîñòü êóëîíîâñêèõ, ãðàâèòàöèîííûõ è ìàãíèòíûõ ñèë.
Ìîùíîñòü ýëåêòðîìàññîâîé ñèëû â äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü (23) íå âõîäèò, ò.ê. îíà íå ðà-
áîòàåò íà ïåðåìåùåíèÿõ ìàññû, ïîñêîëüêó ïåðïåíäèêóëÿðíà åå ñêîðîñòè. Èíòåðåñíî, ÷òî
ìîùíîñòü ñèëû Ëîðåíöà â äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü (23) òàêæå íå âõîäèò, ÷òî ñâèäåòåëüñòâó-
åò â ïîëüçó òîãî, ÷òî ýòà ñèëà ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêîðîñòè ìàññû, õîòÿ íåïîñðåäñòâåííî èç
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ýòî íå ñëåäóåò.
Åñòåñòâåííî, ïî àíàëîãèè, ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (25) îïèñûâàþò ñèëû, âûçû-
âàþùèå èçìåíåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ òîêîâ (ýëåêòðè÷åñêèå ñèëû), à â ìíèìîé ÷àñòè M ñòîÿò
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìîùíîñòè.
Â ñèëó òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà î äåéñòâóþùèõ è ïðîòèâîäåéñòâóþùèõ ñèëàõ, ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ: F
′ = −F. Îòñþäà ïîëó÷èì
Çàêîí î äåéñòâèè è ïðîòèâîäåéñòâèè ïîëåé
Θ ◦A′ = −Θ′ ◦A. (26)
Èíòåðåñíî, ÷òî â ñêàëÿðíîé ÷àñòè îí òðåáóåò ðàâåíñòâà ïëîòíîñòåé ìîùíîñòåé ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà çàðÿäû è òîêè äðóãîãî ïîëÿ, ò.å. ïîäîáåí èçâåñòíîìó â
ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåäñòâ òîæäåñòâó âçàèìíîñòè Áåòòè, êîòîðîå îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ
äëÿ ðàáîòû ñèë.
6. Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà. Óðàâíåíèå òðàíñîðìàöèè. Ïîëå çàðÿäîâ è òî-
êîâ ìåíÿåòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîëÿ äðóãèõ çàðÿäîâ è òîêîâ. Êàê èçâåñòíî, íàïðàâëåíèå
íàèáîëåå èíòåíñèâíîãî èçìåíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îïèñûâàåò åãî ãðàäèåíò. Ïî àíàëîãèè
ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåíåíèå ïîëÿ çàðÿäîâ-òîêîâ ïðîèñõîäèò íàèáîëåå èíòåíñèâíî, óñëîâ-
íî ãîâîðÿ, â íàïðàâëåíèè åãî êîìïëåêñíîãî ãðàäèåíòà. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî
èçìåíåíèå äîëæíî ïðîèñõîäèòü â íàïðàâëåíèè ìîùíîñòè-ñèëû, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû
âòîðîãî ïîëÿ íà ïåðâîå. Ïîýòîìó çàêîí èçìåíåíèÿ çàðÿäà-òîêà ïîëÿ ïîä äåéñòâèåì äðó-
ãîãî, ïîäîáíûé âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, ïðåäëîæåí â âèäå ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé [7,8℄.
Óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ-òîêîâ (ïîëåé):
κD−Θ = F ≡ Θ ◦A′, κD−Θ′ = Θ′ ◦A, (27)
Θ ◦A′ = −Θ′ ◦A, (28)
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D
+
A = Θ, D+A′ = Θ′. (29)
Çäåñü óðàâíåíèÿ (27) ñîîòâåòñòâóþò âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, çàïèñàííîìó äëÿ çàðÿäîâ-
òîêîâ êàæäîãî èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé, à óðàâíåíèå (28) - òðåòüåìó. Âìåñòå ñ óðàâ-
íåíèÿìè Ìàêñâåëëà äëÿ ýòèõ ïîëåé (29) îíè äàþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ A,A′,Θ,Θ′ . Ââåäåíèå êîíñòàíòû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ κ ñâÿçàíî ñ ðàçìåðíîñòüþ. àñêðûâàÿ ñêàëÿðíóþ è âåêòîðíóþ ÷àñòü (27), çàïèøåì
Óðàâíåíèÿ òðàíñîðìàöèè çàðÿäîâ-òîêîâ À-ïîëÿ :
i κ (∂τρ+ div J) =M, (30)
i κ (∂τJ − i rot J +∇ρ) = F. (31)
àññìîòðèì âíà÷àëå âòîðîå óðàâíåíèå. Ñ ó÷åòîì (2), (3), (4), ïîëó÷èì
Àíàëîã âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ çàðÿäîâ-òîêîâ:
κ
(√
ε ∂τ j
H +
√
µ rot jE + µ−0,5grad ρH
)
= ρEE ′ + ρHH ′ + jE × B′ − jH ×D′, (32)
κ
(√
µ∂τ j
E −√ε rot jH + ε−0,5grad ρE) = c (ρEB′ − ρHD′)+ c−1 (E ′ × jE +H ′ × jH) . (33)
Àíàëîãîì êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ìàññû çäåñü â (32) ÿâëÿåòñÿ κ
√
εjH . Óðàâíåíèå (33) îïè-
ñûâàåò âîçäåéñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ íà ýëåêòðè÷åñêèå òîêè, åãî àíàëîã àâòîðó íåèçâåñòåí.
Åñëè îäíî ïîëå íàìíîãî ñèëüíåå âòîðîãî, íàïðèìåð, åñëè W ′ >> W , òî ìîæíî èçìåíå-
íèåì âòîðîãî ïîëÿ ïîä âîçäåéñòâèåì çàðÿäîâ è òîêîâ ïåðâîãî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäîâ è òîêîâ ïåð-
âîãî ïîëÿ ïîä âîçäåéñòâèåì çàðÿäîâ è òîêîâ âòîðîãî: κD−Θ−Θ◦A′ = 0 , ãäå A′ èçâåñòíî.
Ñîîòâåòñòâóþùåå èì À-ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà .
àññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå (30). Î÷åâèäíî, ýòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ äëÿ çàðÿäîâ-òîêîâ,
êîòîðûé â ïðàâîé ÷àñòè ñîäåðæèò ìîùíîñòü âíåøíèõ äåéñòâóþùèõ ñèë Ì. Òîëüêî ïðè
Ì=0, íàïðèìåð, â îòñóòñòâèè âíåøíèõ ïîëåé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì çàðÿäîâ è òîêîâ,
ñïðàâà áóäåò ñòîÿòü 0. Òîãäà ýòîò çàêîí ïðèíèìàåò õîðîøî èçâåñòíûé âèä: ∂τρ+div J = 0,
êîòîðûé ñëåäîâàë èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (ñì. òåîðåìà 1.1.).
Çíà÷èò, ïðè âçàèìîäåéñòâèè ÝÌ-ïîëåé óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà íåñêîëüêî ìåíÿþò âèä,
à èìåííî ïîÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü ó áèêâàòåðíèîíà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ:
A = ia(τ, x) + A(τ, x).
Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (27) -(29) ñëåäóåò, ÷òî
A = D−Θ = κ−1F. (34)
Îòêóäà èìååì
− i κ a =M. (35)
Çàìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (1)-(2), ïåðâîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò òî-
êè, âòîðîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì çàðÿäà, à çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé. Åãî ïîëó÷àåì, âçÿâ äèâèðãåíöèþ â (1) ñ ó÷åòîì (2).
Îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíûé áèêâàòåðíèîííûé ïîäõîä, êàê çäåñü ïîêàçàíî, ïðèâîäèò ê ìî-
äèèêàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, êîòîðàÿ, êàê ñëåäóåò èç (29), èìååò ñëåäóþùèé
âèä:
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Ìîäèèöèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà
J = −∂τA− i rotA+ grad a, (36)
ρ = div A− ∂τa, (37)
Åñëè çàðÿäû è òîêè èçâåñòíû, ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ a è A çàìêíóòà.
Òîëüêî â çàìêíóòûõ ñèñòåìàõ (ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ïîëåé) a = 0 è îíà ïðèîáðåòàåò
âèä (1)-(2).
Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òðàíñîðìàöèè. Èñïîëüçóÿ îðìóëó (12), ïîëó÷èì
κΘ(τ, x) = D+{H(τ)F(τ, x) ∗ ψ}+ F(0, x) ∗
x
ψ + κD+{Θ(0, x) ∗
x
ψ} (38)
Óðàâíåíèÿ äàþò ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ Θ , ïîñêîëüêó ïðàâàÿ
÷àñòü ñîäåðæèò Θ â F.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà óðàâíåíèÿ òðàíñîðìàöèè. (Çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò êîîðäè-
íàòû â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.) Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
äëÿ A, Θ, F èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
A
′
= L¯∗ ◦A ◦ L, Θ′ = L¯∗ ◦Θ ◦ L, F′ = L¯∗ ◦ F ◦ L, (39)
Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà äëÿ äëÿ ìîùíîñòè-ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïî-
ëåé âèäà (22) èìååò òîò æå âèä:
F
′ = Θ′
1
◦A′
2
= L¯∗ ◦Θ1 ◦ L ◦ L¯∗ ◦A2 ◦ L = L¯∗ ◦Θ1 ◦A2 ◦ L = L¯∗ ◦ F ◦ L.
Äëÿ ϕ = 0 ñîîòíîøåíèÿ (39) ýêâèâàëåíòíû ðàâåíñòâàì (20)-(21) è
F
′ = (Mch2θ − (e, F )sh2θ) + i{F + 2e(e, F )sh2θ −Mesh2θ} ⇒
åëÿòèâèñòñêèå îðìóëû äëÿ ìîùíîñòè è ñèëû:
M ′ =
M + v(e, F )√
1− v2 , F
′ = (F − e(e, F )) + e(e, F )− vM√
1− v2 . (40)
Èòàê ìîùíîñòü òàêæå çàâèñèò îò ñêîðîñòè ñèñòåìû êîîðäèíàò. È åñëè â èñõîäíîé ñèñòåìå
îíà ðàâíà íóëþ, òî â äðóãîé áóäåò ðàâíà íóëþ òîëüêî â îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë F = 0 .
Ïîýòîìó ïîñòóëèðîâàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà â òðàäèöèîííîì âèäå (8) äëÿ îòêðûòûõ
ñèñòåì (ñèñòåì, ïîäâåðæåííûõ âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì), íåëüçÿ
1
.
8. Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà. Ñâîáîäíîå ïîëå. àññìîòðèì À-ïîëå, ïîðîæäàåìîå
Θ , â îòñóòñòâèè äðóãèõ çàðÿäîâ-òîêîâ. Íàçîâåì òàêîå ïîëå ñâîáîäíûì.
Â ýòîì ñëó÷àå F = 0 , ïîýòîìó àíàëîãîì ïåðâîãî çàêîíà Íüþòîíà îá èíåðöèè ìàññû â
îòñóòñòâèè äåéñòâóþùèõ íà íåå ñèë çäåñü, êàê ñëåäóåò èç (27) , åñòåñòâåííî ïðèíÿòü
Çàêîí èíåðöèè äëÿ çàðÿäîâ-òîêîâ À-ïîëÿ:
D
−
Θ = 0, (41)
1
Â [7,8℄ äëÿ ñîõðàíåíèÿ ýòîãî çàêîíà áûëî ââåäåíî ïðåäïîëîæåíèå:M=0. Êàê çäåñü ïîêàçàíî, ýòî áûëî
íåâåðíîå ïðåäïîëîæåíèå.
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÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâàì:
∂τρ+ div J = 0, ∂τJ − i rot J +∇ρ = 0,
èëè äëÿ èñõîäíûõ âåëè÷èí:
∂tρ
E + div jE = 0, ∂τ j
E =
√
ε/µ rot jH − c grad ρE, (42)
∂tρ
H + div jH = 0, ∂τ j
H = −
√
µ/ε rot jE − c grad ρH. (43)
Ñëåäîâàòåëüíî, çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà â âèäå (8) âûïîëíÿåòñÿ â îòñóòñòâèè âíåøíèõ
ïîëåé. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè èìååò âèä:
κΘ(τ, x) = κD−{Θ0(x) ∗
x
ψ} = −κH(τ)
4pi
D
−
τ−1
∫
r=τ
Θ0(y)dS(y)
 , (44)
à íàïðÿæåííîñòü À-ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (18).
10. Ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè. Àíàëîãè÷íî ïëîòíîñòè ýíåðãèè-èìïóëüñà À-
ïîëÿ ââåäåì ïëîòíîñòü ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëÿ çàðÿäîâ-òîêîâ:
0, 5Θ ◦Θ∗ =
(
‖ρE‖2
ε
+
‖ρH‖2
µ
+Q
)
+ i
(
PJ −
√
µ
ε
ρEjE −
√
ε
µ
ρHjH
)
, (45)
êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïëîòíîñòü ýíåðãèè òîêîâ:
Q = 0, 5 ‖J‖2 = 0, 5
(
µ
∥∥jE∥∥2 + ε ∥∥jH∥∥2) ,
ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå âêëþ÷àåò äæîóëåâî òåïëî
∥∥jE∥∥2 , à âòîðîå - ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ìàññîâûõ òîêîâ
∥∥jH∥∥2 , íî íå òîëüêî, ò.ê. â íèõ âõîäèò è ýíåðãèÿ âèõðåâîé ÷àñòè
òîêîâ (ìàãíèòíûõ òîêîâ). Çäåñü òàêæå ââåäåí âåêòîð PJ , ïîäîáíûé âåêòîðó Ïîéíòèíãà,
íî äëÿ òîêîâ:
PJ = 0, 5i J × J¯ = c−1
[
jH , jE
]
Åñëè ãðàâèìàãíèòíûé è ýëåêòðè÷åñêèé òîêè ïàðàëëåëüíû, ëèáî îäèí èç íèõ îòñóòñòâóåò
(íóëåâîé), òî PJ = 0 . Â îáùåì ñëó÷àå PJ 6= 0 .
Óìíîæèì ñêàëÿðíî óðàâíåíèå (31) íà −iJ¯ , ñëîæèì ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûì è ïîäåëèì íà 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè çàðÿäîâ-òîêîâ Θ -ïîëÿ:
κ
(
∂τQ− div PJ + Re
(∇ρ, J¯)) = Im (F, J¯) = c−1 ((FH , jH) + (FE, jE)) , (46)
àíàëîãè÷íûé çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ À-ïîëÿ (òåîðåìà 1.1.). Îäíàêî â ëåâîé ÷àñòè
ïîÿâèëîñü òðåòüå ñëàãàåìîå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòîò çàêîí ïîäîáåí ïåðâîìó íà÷àëó
òåðìîäèíàìèêè. Çäåñü âòîðîé è òðåòèé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè îáîçíà÷èì −U . Ôóíêöèÿ
U = div PJ −
√
µ/ε
(∇ρE , jE)−√ε/µ (∇ρH , jH)
õàðàêòåðèçóåò ñîáñòâåííóþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè òîêîâ Θ -ïîëÿ. Ïðàâàÿ
÷àñòü (46), çàâèñÿùàÿ îò ìîùíîñòè äåéñòâóþùèõ âíåøíèõ ñèë, ìîæåò óâåëè÷èâàòü èëè
óìåíüøàòü ýòó ñêîðîñòü.
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Äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè èìååò âèä:
∂τQ = U.
Èíòåãðèðóÿ (46) ïî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó öèëèíäðó {(D− +D) × (0, t)} è èñ-
ïîëüçóÿ îðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî-àóññà, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðâîãî
íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè:
∫
D−
(Q(x, t)−Q(x, 0))dV (x) =
t∫
0
dt
∫
D
(PJ , n) dD(x)−
−
t∫
0
dt
∫
D−
{ε−1 (∇ρE , jE)+ µ−1(∇ρH , jH) }dV (x)+
+c−1
t∫
0
dt
∫
D−
{
(FH , jH) + (FE , jE)
}
dV (x).
Çäåñü n(x) - âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ãðàíèöå D îòêðûòîé îáëàñòè D− â R3 .
11. Óðàâíåíèÿ ñóììàðíîãî ïîëÿ è ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèé. Åñëè åñòü íåñêîëü-
êî (N) âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé, ïîðîæäàåìûõ ðàçëè÷íûìè çàðÿäàìè è òîêàìè, òî óðàâ-
íåíèÿ (27) ïðèìóò âèä:
κD+Θk +Θk ◦
∑
m6=k
A
m = 0, D+Ak +Θk = 0, k = 1, ...,N (47)
D
+
A
m ◦Ak +D+Ak ◦Am = 0, k 6= m. (48)
Ñóììàðíîå ïîëå, êàê ëåãêî âèäåòü (ñóììèðóÿ (47) ïî k ), â ñèëó (47), ÿâëÿåòñÿ ñâîáîä-
íûì, ïîñêîëüêó, àíàëîãè÷íî ìåõàíèêå âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë, âñå äåéñòâóþùèå ñèëû
âíóòðåííèå.
Èòàê âçàèìîäåéñòâóþùèå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò àíàëîãó âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ
ïîëåé (47), (48), à äëÿ ñóììàðíîãî çàðÿäà-òîêà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:
D
+
Θ = D+
M∑
m=1
Θ
m = 0. (49)
Óðàâíåíèÿ ñóììàðíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì è äàþò ïåðâûå èíòåãðàëû âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ïîëåé çàðÿäîâ-òîêîâ. Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàðÿäû-òîêè èç-
âåñòíû, ñèñòåìà (45) -(46) ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ñîçäàâàåìûå èìè ïîëÿ è èõ ñîâìåñòíîå
èçìåíåíèå âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå.
àññìîòðèì çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè ïîëåé ïðè âçàèìîäåéñòâèè ðàçëè÷íûõ
çàðÿäîâ-òîêîâ.
Ýíåðãèÿ-èìïóëüñ äëÿ ñóììàðíîãî ïîëÿ çàðÿäîâ-òîêîâ èìååò âèä:
ΞΘ = 0, 5Θ ◦Θ∗ = 0, 5
N∑
k=1
Θ
k ◦
N∑
l=1
Θ
∗l = 0, 5
(
N∑
k=1
Θ
k ◦Θ∗k +
∑
k 6=l
Θ
k ◦Θ∗l
)
=
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=N∑
k=1
W
(k)
Θ + i
N∑
k=1
P
(k)
Θ + δΞΘ
Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå - ýòî ñóììà ýíåðãèé-èìïóëüñîâ âçàèìîäåéñòâóþùèõ çàðÿäîâ-òîêîâ
Ââåäåì áèêâàòåðíèîí ýíåðãèè-èìïóëüñà âçàèìîäåéñòâèÿ. Åãî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü
îïèñûâàåò ýíåðãèþ-èìïóëüñ âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîèìåííûõ çàðÿäîâ è òîêîâ, à ìíèìàÿ ÷àñòü
- ðàçíîèìåííûõ:
δΞΘ = δWΘ + iδPΘ =
∑
k 6=l
Ξ
kl
Θ , Ξ
kl
Θ = 0, 5
(
Θ
k ◦Θ∗l +Θl ◦Θ∗k)
Ξ
kl
Θ = Re
(
ρkρ∗l +
(
Jk, J∗l
))− i{Re (ρkJ∗l + ρ∗lJk)+ Im [Jk, J∗l]} ,
èëè â èñõîäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:
Ξ
kl
Θ =
ρE(k)ρE(l)√
εkεl
+
ρ(k)HρH(l)√
µkµl
+
√
µkµl
(
j(k)E , j(l)E
)
+
√
εkεl
(
j(k)H , j(l)H
)−
−i
{√
µl
εk
ρ(k)Ej(l)E +
√
εl
µk
ρ(k)Hj(l)H +
√
µk
εl
ρ(l)Ej(k)E +
√
εk
µl
ρ(l)Hj(k)H −
−√εkµl
[
j(l)E , j(k)H
]
+
√
εlµk
[
j(k)E , j(l)H
]}
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè ïðè âçàèìîäåéñòâèè çàðÿäîâ-
òîêîâ: âûäåëåíèå ýíåðãèè, åñëè δWΘ > 0 ; ïîãëîùåíèå ýíåðãèè, åñëè δWΘ < 0 ; ñîõðàíåíèå
ýíåðãèè, åñëè δΞΘ = 0 .
Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåííûå çäåñü óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÝÌ-ïîëåé, îñíîâà-
íû íà ãèïîòåçå î ìàãíèòíîì çàðÿäå-ìàññå, ñèììåòðèðóþùåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Ýòî
ïîçâîëèëî íàçâàòü òàêèå ïîëÿ ýëåêòðî-ãðàâèìàãíèòíûìè è ïîñòðîèòü çàêîíû èõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ, âî ìíîãîì àíàëîãè÷íûå çàêîíàì Íüþòîíà äëÿ ìàòåðèàëü-
íûõ òåë. Èññëåäîâàíèå ýòèõ óðàâíåíèé íà èíâàðèàíòíîñòü ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà
ïîêàçàëî, ÷òî ãèïîòåçó îá èíâàðèàíòíîñòè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà-ìàññû äëÿ ìîäåëè
ÝÌ-ïîëÿ, ðàññìîòðåííîé â [7,8℄ ïðèíèìàòü íåëüçÿ. Çäåñü ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìî ââå-
äåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ a(τ, x) â áèêâàòåðíèîí íàïðÿæåííîñòè ÝÌ-ïîëÿ. Ýòî ïðèâîäèò
ê ìîäèèêàöèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.
Çàìåòèì, ÷òî ââåäåíèå a(τ, x) íåñêîëüêî âèäîèçìåíèò ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ òðàíñ-
îðìàöèè (31), êîòîðóþ íåòðóäíî âûïèñàòü, èñïîëüçóÿ áèêâàòåðíèîííóþ îðìó ýòîãî
óðàâíåíèÿ (27), âèä êîòîðîé íå èçìåíÿåòñÿ.
Ëèòåðàòóðà
1. Àëåêñååâà Ë.À. àìèëüòîíîâà îðìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è åå îáîáùåííûå ðå-
øåíèÿ// Äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ò.39(2003).6. Ñ.769-776
2. Àëåêñååâà Ë.À. Êâàòåðíèîíû ãàìèëüòîíîâîé îðìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà// Ìà-
òåìàòè÷åñêèé æóðíàë.Ò.3.(2003).4. Ñ.20-24
3. Åðåìîâ À.Ï.Êâàòåðíèîíû: àëãåáðà, ãåîìåòðèÿ è èçè÷åñêèå òåîðèè//èïåðêîìïëåêñíûå
÷èñëà â ãåîìåòðèè è èçèêå.2004,1(1).Ñ.111-127.
4. Rastall R.Quaternions in relativity.Rewiew of modern physis.1964.820-832
12
5. Êàçàíîâà . Âåêòîðíàÿ àëãåáðà.Ì.1979.120ñ.
6. Kassandrov V.V.Buquaternion eletroynamis and Weyl-Cartan geometry of spae-
time// Gravitation and osmology.V.1 (1995). 3. P.216-222.
7. Àëåêñååâà Ë.À. Îá îäíîé ìîäåëè ýëåêòðî-ãðàâèìàãíèòíîãî ïîëÿ. Óðàâíåíèÿ âçà-
èìîäåéñòâèÿ è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ// Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë.Ò.4. (2004).2. Ñ.23-34.
8. Àëåêñååâà Ë.À. Óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ À-ïîëåé è çàêîíû Íüþòîíà // Èçâå-
ñòèÿ ÍÀÍ Ê. Ñåðèÿ èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 2004. 3. Ñ.45-53.
9. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Îáîáùåííûå óíêöèè â ìàòåìàòè÷åñêîé èçèêå.Ì.1976.
10. Matos C.J., Tajmar M. Advane of Merury Perihelion Explained by Cogravity/
Advaned Conepts and Studies Oer.2003. E-mail: lovis.de.matosesa.int
11. Àëåêñååâà Ë.À. Î çàìûêàíèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé èçèêè. Ò.43(2003).5.C.759-766.
13
